2.6.3. Celobrojno programiranje

Problemi celobrojnog programiranja u opstem slu¢aju svode se na refavanje
zadataka linearnog i nelineatnog programiranja gde se kao poseban uslov postavlja
da brojne vrednosti promenljivih moraju biti celi nenegativni brojevi. Kao
posebna klasa zadataka celobrojnog programiranja izdvajaju se zadaci kombina-
tornog karaktera, gde promenljive u matematickom modelu mogu uzeti samo
vrednost 1" ili ”0”.

Problem celobrojnosti promenljivih nameée se vrlo Zesto kod odredene klase
realnih problema. U slede¢im primerima bice data opsta formulacija nekih tipi¢nih
zadataka celobrojnog programiranija.



53. Zadatak

- Preduzece px%izvodi n razli¢itih tipova masina. Za realizaciju proizvodnje
potrebno je m razligitih vrsta resursa sa kojima se raspolaZe u ogranienim
-koli¢inama a;,a3,...,3,..... ,am.Poznatoje:

a;j — normativ utroska i-tog resursa za proizvodnju jedne j-te maine,

¢; — dobit ostvarena isporukom jedne masine j-tog tipa (j = 1,2,...,n).

Pretpostavlja se da na kraju planskog perioda nije poiel]no imati nedovrSenih
masina.

Formirati matemati¢ki model problema, pod uslovom da preduzece Zeli
ostvariti maksimalnu dobit od proizvodnje.

Resenje. Matematicki model sacinjava funkcija cilja koja definiSe ukupnu

dobit koja ée se ostvariti u planskom periodu,
)

n
FX) =j=21 GXj =€ X *CXyt. .t gXjt.. .t ChXy

koja zavisi od raspolozivih resursa, tj. uslovi u kojima se ostvaruje proizvodnja
definisani su sistemom jedna&ina

n
Z gjx = a, i=1,2,...,m.
j=1

xj = 0, j=12,...,n
Brojne vrednosti promenljivih mogu biti samo celi brojevi.

54. Zadatak

Proizvodni proces karakterile se sanrazli¢itihvistaposlova(j=1,2,...,n),
odnosno radnih operacija. U planskom periodu kvantitativne mere za pojedine
operacije su by, b, ..., b,, , b, . Takode, zadata je matrica Hr Il gde je L~
produktivnost i-tog tipa masine na J-tom poslu, zatim, matrica fic;; u ,8de su c W~
troSkovi obavljanja j-tog posla na masini i-tog tipa, kao i cene G Jedne masine i-tog.
tipa.



Formirati matematitki model zadatka iznalaenja optimalnog masinskog
parka, (tj. brojni iznos malina za svaki tip), kao i odredivanja optimalne raspodele
malina na odredene posiove pod uslovom da se ostvare minimalni ukupni trofkovi

realizacije proizvodnog procesa.

Resenje. Matematicki model problema formira se tako $to se uvode
promenljive:

yi — ukupanbrojmafinai-togtipa, i = 1,2,...,m
Xjj — broj majina i-tog tipa koje se koriste za izvrienje j-te vrste posla.
Ocigledno je da promenljive y, moraju biti celi brojevi, dok promenljive Xy

ne moraju ako se produktivnost maSma T nije deljiva bez ostatka saodgovarajucim

vrednostima b)
Polaze¢i od navedenih oznaka ukupne troskove u planskom periodu

mozemo definisati sledeé¢im izrazom
. m man
(min) F(X, Y) =_7-l‘ ciYi"'iEl Z 135 xij.
i= = j:]

Potrebne koli¢ine masina definisane su slede¢im sistemom jednadina

g mxg =bp (=120
n —
j§l xij = Yir G(=12,...,m),

gde su promenljive Xij 2 0, dok su y; 2 0 i celobrojne vrednosti.

Zadatak se sastoji u tome da se odrede takve celobrojne. vrednosti
promenljivih y; i vrednosti promenljivih X; & koje ce funkcijp F (X, Y) imati
minimalnu vrednost, a ograni¢enja nece bm narusena

55. Zadatak

Planskom organu pomorskog transporta stoje na raspolaganju m razli¢itih
tipova brodova u kolitinama od q,, q2, - .-, g;, . . - » - Na svakom od brodova
postoji n razli¢itih prostora za utovar robe (j = 1, 2, . . ., n), ¢iji su kapaciteti u



odnosu na vrstu robe du (podrazumeva se da za odredene vrednosti indeksa i —
veli®ina d... moZe biti Jednakn nuli). Potrebno je prevesti r razli¢itih vrsta robe u
kohémamﬁ),,bg, P, T ,br.

Formirati matematlékl model zadataka odredivanja optimalnog sastava
brodova, ako su troSkovi eksploatacije jednog broda i-tog tipa c;.

Refenje. Optimalni sastav brodova formira se na bazi mmumzacqe ukupnih
troskova eksploatacije, -tj. treba odrediti brojne vrednosti skupa promenljlvih Y1,
Ya,e oo ¥p e ,ym,zakOJe funkcija

m .
FQY) = 2 cyi
i=1
ima minimalnu vrednost.

Ako sa x?k ozna¢imo broj jedinica robe k-te vrste utovarene u j-ti prostor,
tada se ograni¢enja mogu definisati na sledeéi na¢in

m
E dijkYi—Xjk >0,

§X;k-bk
0L<yi<qi xxk=>0

gde indeksi uzimaju vrednosti: i=1,2,...,m;j=1,2,...,n;i k=1,2,... r
Promenljive u modelu y; i xjx moraju biti celi brojevi

56. Zadatak

Problem planiranja upotrebe transportnih sredstava moze se definisati na
slede¢i nadin. Postoji m razli¢itih vrsta transportnih sredstava, koja se mogu
koristiti u ograni¢enom broju asova, a,, a,, ..., a,...,8, ..Ova sredstva treba
upotrebiti na n razli¢itih mars-ruta,pri &emu se na svakoj mari-ruu mora ostvariti
odredeni broj putovanja, §to se definife vrednostima b,, b,, . . ., b,...,b .Za
izvrienje jednog putovanja i-tom masinom naj-toj mars-ruti potrebno je t casova,
uz troskove ¢

Formnan matematicki model celobrojnog programiranja, ako se Zeli
optimalno raspodeliti transportna sredstva tako da troskovi transporta budu
minimalni.

b R S L e




Resenje. Ako se sa X;; oznali broj izvidenih putovanja od strane i-tog
transportnog sredstva upotreblienog na j-toj mar-rutitada ¢e ukupni troskovi
transporta biti definisani izrazom,

m n
FX) = Z T ¢;x;.
i=1j=1

Pri upotrebi transportnih sredstava moraju biti zadovoljena ograni¢enja

j?::i,-xij <% (=12,...,m).
=1
Exj=b, G=012...,n)
i=1

i opsti uslov da sve promenljive u modelu moraju biti ve¢e od nule i celobrojne.

2.6.4. Metode refavanja zadataka celobrojnog programiranja

~ Za refavanje zadataka celobrojnog programiranja postoje razlicite metode
koje baziraju na svojstvima pojedinih klasa zadataka celobrojnog programiranja.

Metoda odsecaka — bazira na sukcesivnom resavanju kona¢nog broja
specijalno formiranih zadataka linearnog programiranja. Svaki od zadataka
formulife se na osnovi prethodnog,dodajuci veé postoje¢im ograniéenjima novo
linearno ograni&enje — "odse¢ak”. Ovaj metod bice ilustrovan na konkretnim
primerima.

57 Zadatak N

Zadatak celobrojnog programiranja svodi se na matemati¢ki model sa
funkcijom cilja

(max) F(X) = X, +4x,



i uslovima definisanim linearnim ograni¢enjima,

—X3 +2x: +xy = 2
3x; +2x; +%X4 = 6

x>0 j=1.72.734
D
Potrebno je naéi celobrojne vrednosti promenljivih x,, X2, X3 i x4 koje

obezbeduju maksimum funkcije F (X), a istovremeno zadovoljavaju i ogranienja,
definisana sistemom jednaéina.

Resenje. Algoritam za refavanje postavljenog zadatka definisan je sa tri
nezavisna koraka.

1. korak. U ovom koraku zanemaruje se uslov celobrojnosti i refava se
zadatak linearnog programiranja /,.

Primenom simpleks metode dobija se trazeno reienje, koje je prikazano
tabelama 1, 2i 3. .

Tabela 1.
1 4 0 0
C | B |Xo »
Xy X3 X3 X4
0 | xs | 2 |-1 1 0
0 X4 6 3 2 0 1
’Fj - 0 -1 -4 _ 0; 0_.
Tabela 2.
1 4 0 0
Co B xo
X1 X2 X3 X4
4 X2 1 -1/2 1 1/2 0
0 | x¢ | 4 0 |-1 1
Fj -G 4 1 -3 o | 2 0




Tabela 3.

1 4 0 0
G | X | X

X1 X2 X3 X4
4 |xa |32 ] 0 1 | 3/8 |18
1 X1 1 1 0 |-1/4 | 1/4
Fj - g 7 0 0 5/4 | 3/4

Dobijeno resenje zadatka /, je

X0 = (1;-;—;0-,0) i FX) =7,

‘Kako ovo redenje nije celobrojno, prelazi se na drugi korak.

2. korak. Na osnowu poslednje simpleks tabele u 1. koraku formira se
"odse¢ak” - novo linearno ograni¢enje sa kojim se proSiruje simpleks tabela i

formira novi zadatak linearnog programiranija ., .

U opstem slu¢aju novo ogranitenje se formira na sledeé¢i naéin. Ako se

uvedu oznake:

{a} — decimalni deo broja a,

[a]
k

najveéi ceo broj manii ili jednak datom broju /\,
indeksi promenljivih koje u poslednjoj simpleks tabeli ne pripadaju bazi,
broj reda u poslednjoj simpleks tabeli sa najve¢om vrednoiéu ag,,

tada se novo ograni¢enje (Gomory-jev odseak) moze pisati u obliku

{850}~ E {ag}: x < 0.

U gonijem primeru je:

= (3,1
{aso}“{z}“ 2°



Prema tome, ogranienje je oblika

1 3 1
2 "gTgx <O,

a uvodenjem nove izravnavajuée promenljive dobija se
lx + .._l_ — u '- i

8 3 8 X4 1 = 2
ili ako jednaéinu pomnozimo sa — 1 dobija se izraz

Sy =L
TgX gty = -7

3. korak. Dodajuti novo dobijeno ogranienje u poslednju simpleks tabelu
dobija se po&etna simpleks tabela zadatka L.

Tabela 4.
1 4 0 0 0
X
C|B Sl x| xe | x3 | xa [ w

4 X2 3/2 0 1 3/8 | 1/8 0

1 X3 1 1 0 |-1/4 | 1/4 0

0 uy |-1/2 0 0 |-3/8 |-1/8 1

Fi - g 7 0 0 5/4 |3/4 |0

Tabela 4 ne sadrzi moguée reSenje problema(jer je u; = —-) Cilj dalje
transformacije je dobijanje pocetnog moguéeg reSenja. Zato se u redu u, bira
kolona r sa najveéim negativnim brojem i proverava se da li se dobija



Za ono i koje odgovara negativnoj promentjivoj u, . Ako je uslov ispunjen
tada u novu bazu ulazi promenljiva x . U slu¢aju da ovo nije ispunjeno ide se na
novu kolonu sa negativnim brojem. ,

U ovom primeru promenljiva x; ulazi u slede¢e bazno reienje, koje je
istovremeno i moguce resenje (tabela 5).

Tabela §.

1 4 0 0 0

C B
° %o X1 X2 | x3 | xa uy

4 X2 1 0 1 0 0 1

1 X1 4/3 1 0 0 1/3 | -2/3

0 X3 4/3 0 0 1 1/3 | -8/3

Fj - [16/3| 0 [ o] 013103

U tabeli 5 dobijeno je optimalno resenje problema koje nije celobrojno.
Prema tome, vraéamo se na korak 2.

2. korak. Formira se novo ograniéenje i novi zadatak L,. Ograni¢enje se
formira na bazi reda x, , otuda je

to ¢e ogranitenje biti sledeceg oblika

1 1 1 =
3 3x4—3u,+u,-0,

gde je u nova izravnavaju¢a promenljiva. Prema tome, kona&na forma ograni¢enja
je



_.—l— —‘-l.—ul-fuz :__.._l_..

3 3 3°

Napomena. Pri odredivanju decimalnog dela negatwnag medoyvitog broja
treba imati u vidu opiti izraz

{-a}=—-a-[-a].

3. korak. Dodajuéi napred formirano ogranitenje iz prethodnog koraka u
posledfju simpleks tabelu (tabela 5) dobija se potetna simpleks tabela za ovaj
korak.

Tabela 6.

1 4 | O 14 0 0

C | B Xo
X1 X2 X3 | Xa ug usz
4 | x; 1 0 1| o 0 o o
1 |x (43} 1 o | o | 1/3]-2/3].0

0 X3 4/3 0 0 o 1/3 1-8/3 0

0 |us |-1/3] o o | o [Ei/3]|-1/3] 1.
Fj-¢ |16/3] 0 o| o |13 f10/3] 0

Bazno resenje u tabeli 6 nije moguée, otuda se za kolone x4 odreduje

-
[ -
L}
H

1]
H
A 4
]
Ll

(min) <

[}
—

|

W= w|s wle

r

\

Kako minimum odgovara redu u; to se u sledecoj iteraciji mozZe dobiti
mogude redenje zadatka, koje je dato u tabeli 7.



Tabela 7.

1 4 0 o | .0 0

Co B Xo X1 X2 X3 X4 uy uz
4 X2 1 0 1 0 0 1 ]
1 X1 1 1 0 0 0o | -1 1
0 X3 1 ] 0 1 o |-3 1
0 | xa 1 0 0 0 1 1 -3
Fj - g 5 ] 0 0 0 3 1

Novo dobijeno moguée resenje je optimalno u smislu kriterijuma simpleks
metoda. Takode, dobijeno resenje je optimalno za napred postavljeni zadatak
celobrojnog programiranja, jer su vrednosti bazni promenljivih celobrojne, tj.

Vrednost funkcije F(X) je

max F(X) = §.

58. Zadatak

Nadi reSenje zadataka celobrojnog programiranja:

"a) (max) F(X) = 10+ 2x; + 2x,,
2X; + X3 tX3 =5

2x|+3x2+x4 =9,



b) (max) F(X) = 3x, +4x,
3x; +2x, < 8

X1 +4x2 < 10.

¢) (max) FX) = 21x, + 11x,

Tx; +4x, +x3 = 13,
gde sve promenljive u modelima moraju biti veée ili jednake nuli i celi brojevi.

Resenje. Primenom metoda odse¢aka dobijaju se reSenja:
a) Zadatak ima viSestruko optimalno celobrojno resenje:

Lx =0, x =3, x =2, x4 =0

3
2

2.x, =1, x, , X3 =1, x4 =1

3.x1=2, x,=l, X3=0, X4=2.
(max) F(X) = 16.

b) Optimalno celobrojno refenje je:
x; =1, x =21i (max)FX) = 11.

c) Optimalno celobrojno resenje je:

x;3 =0, x =3, x3 =1,

(max) F(X) = 33.

59. Zadatak

Resiti zadatak celobrojnog programiranja, ako se trazi



(max) FX) = 6x, +x;
pod uslovom da je
-2,9x%x;, +6x; < 174
3, —x; € 1,

apromenljive x, 20 i x, = 0 icelibrojevi

ReSenje. Ako se uvedu izravnavajuée promenljive matematicki model se
svodi na oblik

(max) FX) = 6x, +x,
-29x, + 6x, +x3 = 174
3% — X3 +x4 =1
20 j=123,4.

* Iz dobijenog modela vidi se da promenljiva x5 ne mora biti celobrojna da bi
promenljive x; i X, bile celobrojne. U ovom slu¢aju postupak resavanja zadatka
ima neke specificnosti u odnosu na prethodni postupak resavanja zadataka
celobrojnog programiranja.

1. korak. U ovom koraku se refava zadgtak zanemarujuéi uslov celobroj-
nosti. Refenje problema dato je u sledeéim simpleks tabelama.

Tabela 1.
6 1 0 0
(&) B Xo
X1 X2 X3 Xq
0 X3 1741-29 | 6 1| o
0 X4 1 3 |- 0 1
Fj - g 0 |-6 |-1 0 (]




Tabela 2.

6 1 0 0
Co X Xo
Xy - X2 X3 X4
1 1 1
6 X1 3 1 —3 0 3
Fj - ¢ 2 0 -3 0 2
Tabela 3.
6 1 0 0
Co B Xo , )
X1 X2 X3 X4
1 X2 3649 O 1 0,198 {0,192
6 X1 1,55 1 0 0,066 10,397

Fj — 12,947 0 0 10,594 (2,576

U poslednjoj tabeli (3), dobijeno je optimalno resenje. Medutim, promenljive
nisu celobrojne.

2. korak U ovom koraku definiSe se drugi Gomory-jev presek, kao novo
ogranitenje u modelu

m
{350} = Z o < 0,

gde su sk — koeficijenti koji se izracunavaju na osnovu sledeéih izraza:
1) Za promenljive koje ne moraju biti celobrojne

ac, ko jeag > 0,

Q. =
sk Ty dmo) g <o

1— {a5}



2) Za promenljive koje moraju biti celobrojne

{ag}, akoje {ask}< {20},

gk =
{20}
—_— (1 , akoje 1> .
l—{aso}( {asx ) je {ask 1> {20}
Kako je
{‘SO} = {3)649} = 0)649
a3 = 0,198 i a4 = 0,192,
to je ogranitenje oblika
0,649 — 0,198x; — 0,192x4 +u, =0,
odnosno, mozemo pisati da je

©—0,198x3 — 0,192x4 +u; = —0,649.

3. korak. Dodajuéi novo dobijeno ograni¢enje u poslednju sitﬁpleks tabelu
dobija se nova po&etna simpleks tabela zadataka L, .

Tabela 4.

6 1 0 0 0

X1 X2 | x3 | xa | W

1 | x2 | 3,649 O 1 {0,198 {0.192| O

6 | x1 1,55 1 0 0.066 0,397 0

0 u; 0,649 0O 0 |-0,198}-0,192| 1

Fj - ¢j 12947 0 0 0,594 |2,576 | ©




Kako je

18,43

l‘l

(min) | ooe = 2348 | = 328,

3,28
.

19,005

0397 39 =338,

~0,649
- = 338
| =0,192 g

to se uvodenjem promenljive x; ili x4 u bazu moZe dobiti moguée redenje. Novo
moguce resenje je prikazano u slede¢oj simpleks tabeli (tabela 5).

Tabela §.

6 | 1 0 | o 0

X1 X2 X3 X4 uy

1 X2 3 0 1 0 0 1

6 x| L33 1 0 0 10,333 {0,333

0 X3 3281 0 0 1 10,97 |-5,05

Fj-c (10990 [0 | o |2 |3

Dobijeno reienje je optimalno. Medutim, kako promenljiva x, nije celobro-
jna, vraéamo se na korak 2.

2. korak. Formira se novo ogranitenje i novi zadatak L, . OgraniZenje se
formira na osnovu reda x; u prethodnoj tabeli 5. Otuda se dobija

033 -0,333x4 — 0,333y, +u, =0,



odnosno, ako se jednagina sredi
-0,333x4 —0,333u; +u, = —0,33.

3. korak. Proirena simpleks tabela je
Tabela 6.

X1 X2 X3 X4 uy uz

1 | x | 3 0 1 0 0 1 0

6 X1 1,331 1 0 0 10,333 10,333| 0

0 X3 3,281 0 0 1 0,97 —5,05 0

0 | upg |-033] 0 0 0 |-0,333]-0,333] 1

I‘J - G 10,99] 0 0 0 2 2 0
Kako je 133 _
0333 - 399
. 328 _
min o7~ =338 | =1
033 _
| 0333

to se moguce reSenje moze dobiti uvodenjem u bazu promenljive x4, kao 3to je to
pokazano u tabeli 7.

Tabela 7.
6 |1 |o o o |o
C | B Xo
x| x |xs | x [w [wm
1 | x| 3 o |1 ]o o |1 |o
6 Xy 1 1 0 0 0 0 1
0 | xs |231] 0 |0 |1 0 |-6,02 1515
0 | x | 1 o | o |o 1 |1 |-3
Fj - ¢j 9 0 0 0 0 1 6




U tabeli 7 dobijeno je optimalno refenje zadataka celobrojnog programi-

ranja,

X =1, x =3, x=11 (max) FX) = 9.

Za promenljivu x; nije se traZilo da ima celobrojnu vrednost.

60. Zadatak

Reiti zadatke celobrojnog programiranja definisane matemati¢kim modeli-

?)

(max) FX) = x, +8x,
3X1’ + X, <9
0,16X1 + X2 < 1’9

X, 0, X, >0 icelibrojevi

b)

max) FX) = 0,25x, +x,

05x; +x; < 1,75

x; +03x, € 1,5

X, 2 0, xp > 0 icelibrojevi.

(max) FX) = 8x, +6x;
3x; +5x, +x3 =11
4x, +x;+xq =8

X, 2 0 icelobrojno, x, > 0.

Resenje. Primenom napred izloZenog metoda celobrojnog programiranja
(zadatak 58.) dobijaju se reSenja:

a) x; = 2, Xz =1 i (max) F(X) = 10. Izravnavajuce promenljive su: x3 =2 i
x4 =0,58;

b) x; =1, x3 =1 i (max) F(X) = 1,25. Izravnavajuce  promenljive su:
X3 =025 i x4=02;

¢) x; =1,x3 =1,6 i(max) F(X) =17,62.



General Cutting Planes

Consider the following integer program:

Maximize 7z, + 9z,

subject to —z;, + 3z, < 6
Tz, + =z, < 35
T, ¢y -2 0 integer.

If we ignore integrality, we get the following optimal tableau (with the updated columns and reduced costs
shown for nonbasic variables):

Variable ||z, z2 s 87 —2z | RHS
= |0 1 7/22 1/22 0 | i/2
T) 1 0 -1/22 3722 0 | 9/2
“z |0 0 9811 15/11 1 | 63

Let's look at the first constraint:
Ty + 7/2231 -+ 1/2232 = 7/2

We can manipulate this to put all of the integer parts on the left side, and all the fractional parts on the
right to get:

Ty — 3 =1/2 —7/22s, — 1/22s,

Now, note that the left hand side consists only of integers, so the right hand side must add up to an integer.
Which integer can it be? Well, it consists of some positive fraction minus a series of positive values.
Therefore, the right hand side can only be 0, —1, —2,. ..; it cannot be a positive value. Therefore, we

have derived the following constraint:
1/2 —7/228, — 1/22s, < 0.

This constraint is satisfied by every feasible integer solution to our original problem. But, in our current
solution, 8, and 85 both equal 0, which is infeasible to the above constraint. This means the above

constraint is a cut, called the Gomory cut after its discoverer. We can now add this constraint to the linear
program and be guaranteed to find a different solution, one that might be integer.

We can also generate a cut from the other constraint. Here we have to be careful to get the signs right:
zy — 1/228, + 3/228, = 9/2
)+ (—1 4 21/22)s, + 3/228, = 4 + 1/2
¢y — 8, —4=1/2—21/22s, — 3/22s,
gives the constraint

1/2 — 21/22s, — 3/22s, < 0.



In general, let| & | be defined as the largest integer less than or equal to a. For example, | 3.9 | = 3,

15| = 5,and|—1.3] = —

If we have a constraint
T + E a;T; = b

with b not an integer, we can write each &; = |@; | + @}, forsome 0 < @} < 1,andb = |b| + b for
some 0 ;SPMIt; b' ;SPMIt; 1. Using the same steps we get:

$k+2|_ﬂ1. z;— |b| =8 — Zami

to get the cut

— Za;m{ < 0.

This cut can then be added to the linear program and the problem resolved. The problem is guaranteed not
to get the same solution.

This method can be shown to guarantee finding the optimal integer solution. There are a couple of
disadvantages:

1. Round-off error can cause great difficulties: Is that 3.000000001 really a 3, or should | generate a
cut? If I make the wrong decision | could either cut off a feasible solution (if it is really a 3 but |
generate a cut) or | could end up with an infeasible solution (if it is not a 3 but | treat it as one).

2. The number of constraints that are generated can be enormous. Just like branch and bound can
generate a huge number of subproblems, this technique can generate a huge number of constraints.

The combination of these makes this cutting plane technique impractical by itself. Recently however, more
powerful techniques have been discovered for special problem structure. This is the subject of the next
section.
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