Namjena ovih zadataka, datih na papiru, je da na ¢asu studenti ne budu optereceni pisanjem teksta zadatka nego da se

koncentri$u na njihova riedenje (kao i da postavljaju pitanja kako u vezi postavke zadataka tako i za rje$enja). Cesto samim
pisanjem postavke zadatka dovodi do zamora i gubitka koncentracije studenta. Neki zadaci sa papira ¢e namjerno biti ostavljeni
studentima za vjezbu — pripremiti jednu oblast iz Matematike za ispit nije moguce ako samostalno ne uradite odreden broj

primjera. Sva rjeSenja zadataka mozZete pogledati u svesci sa viezbi iz predmeta , InZinjerska matematika I11“, koju mozete skinuti

sa stranice http://ff.unze.ba/nabokov/. U svesci se nalaze i neki zadaci koji nisu na ovom papiru, kao i sav dio teorije koja pomaze

puno boljem razumijevanju gradiva. Jedna od poznatih latinskih izreka je: PovrSnost razumijevanja je majka neuspijeha.

Uvod u Teoriju vjerovatnoce

1. Prostor uzoraka i dogadaja

1. Odrediti prostor uzoraka u sljede¢im eksperimentima:

(a) Eksperiment koji se sastoji od bacanja (okretanja) novcica;

(b) Eksperiment koji se sastoji od bacanja (kotrljanja) kocke;

(c) Eksperiment koji se sastoji od bacanja (okretanja) dva novcica;

(d) Eksperiment koji se sastoji od bacanja (kotrljanja) dvije kocke;

(e) Eksperiment koji se sastoji od mjerenja Zivotnog vijeka nekog auta.

Posmatrajmo eksperimente (a), (b), (c), (d) i (e) iz prethodnog zadatka. Navesti po jedan ili dva
primjera dogadaja iz svakog od ovog eksperimenta.

Pomodu Venne-ovog dijagrama predstaviti dogadaje ALUB, ANB, A i B kao disjunktne dogadaje,

i A°.

(a) Posmatrajmo eksperiment bacanja (okretanja) novéi¢a u kome je prostor uzoraka S = {P,G} . Ako
su dati dogadaji E = {P}, F= {G} odrediti EUF , EF, E®, F€ i S°.

(b) Posmatrajmo eksperiment bacanja (kotrljanja) kockice u kome je prostor uzoraka
S= {1,2,3, 4,5,6} . Ako su dati dogadaji E = {1, 3, 5} i S= {1,2,3} odrediti EUF , EF, E®,
FC¢is°.

(c) Posmatrajmo eksperiment u kome se bacaju dvije kockice (u kome se prostor uzoraka sastoji od 36

tagki). Ako je dat dogadaj E ={(L,6),(2,5),(3,4),(4,3),(5,2),(6,1)} odrediti E® i S°.

Odrediti prostor uzoraka sljedec¢im eksperimentima.

(a) Eksperiment Ciji je izlaz spol djeteta;

(b) Eksperiment Ciji je izlaz poredak zavrsene utrke izmedu 7 trkacih konja sa pozicijama 1, 2, 3,4, 5, 6 i
7;
Za iste eksperimente navesti primjer dogadaja.

2. Vjerovatnoce definisane na dogadajima

6.

8.

Posmatrajmo eksperiment bacanja (okretanja) novcica. Ako pretpostavimo da je pojava glave
jednaka pojavi pisma odrediti vjerovatnoce dogadaja. Odrediti i vjerovatnoc¢e dogadaja pod
pretpostavkom da je pojava glave dva puta vjerovatnija od pojave pisma.

Posmatrajmo eksperiment bacanja (kotrljanja) kockice, i pretpostavimo da svih Sest brojeva imaju

jednaku moguénost pojavljivanja. Odrediti P({l}), P({Z}), P({3}), . P({G}) i P({2,4,6}).

Posmatrajmo eksperiment bacanja dva obi¢na novcica. Ako su dati dogadaji



E={(G,G),(G,P)} i F={(G,G),(P,G)}
(tj. E je dogadaj da se na prvom nov¢i¢u pokaze glava, a F je dogadaj da se na drugom novc¢icu

pokaze glava), izraéunati P(E ) F) .

9.  Kutija sadr#i tri kuglice: jednu crvenu, jednu zelenu i jednu plave boje. Posmatrajmo eksperiment koji
se sastoji od uzimanja jedne kuglice iz kutije, pa uzimanja druge kuglice iz kutije. Sta je prostor
uzoraka? Ako, u svakom trenutku, svaka kuglica iz kutije ima jednaku moguénost da bude izabrana,
kolika je vjerovatnoca svake tacke iz prostora uzoraka.

10. U nekoj sportskoj kladionici postoji igra utrka cuka, u kome se $est cuka takmige u tréanju do cilja.
Neki ¢ovjek koristi sljedeci sistem kladenja na cuke. On ulaze 1 KM na cuku sa crvenom bojom. Ako
taj cuko pobjedi on zavrsava sa kladenjem. Ako izgubi on drugi put ulaze 2 KM na istog cuku i bez

1
obzira na ishod on zavrsava sa kladenjem. Pretpostavljajuéi da je vjerovatnoca svake opklade E'

izraCunati kolika je vjerovatnoca da Covjek ode kuci kao pobjednik? Zasto ovaj sistem kladenja ne
koristi niko?

1
11. U nekom eksperimentu dogadaj A nastupa sa vjerovatno¢om P(A) = 3 Koliko pokusa treba

napraviti da bismo s vjerovatno¢om 0,99 mogli ocekivati bar jedno pojavljivanje dogadaja A.

12. Kazemodaje E = F ako je svaka tacka iz E takoder u F . Pokazati da ako je E = F tadaje
P(F)=P(E)+P(FE®) > P(E)

3. Uslovna vjerovatnoca

13. Posmatrajmo eksperiment u kome bacamo dvije kockice jednu iza druge. Nakon bacanja smo
primjetili da je prva kockica 4. Kolika je vjerovatno¢a da suma dvije kockice bude jednako 6?

14. Pretpostavimo da se u esiru nalaze karte sa brojevima od jedan do deset, da su izmije$ane i da
izvlac¢imo jednu kartu. Ako znamo da je broj na izvucenoj karti najmanje pet, izracunati kolika je
uslovna vjerovatnoda da je broj na karti 10?

15. Neka familija ima dvoje djece. Kolika je uslovna vjerovatnoca da su oba djeteta djecaci, ako nam je
dato da je najmanje jedno dijete djecak.

16. Ssuljo kao izborni predmet moZe da izabere kurs iz informatike ili iz hemije. Ako Suljo izabere kurs iz

1
informatike, tada vjerovatnoda da predmet polozi sa desetkom u indeksu iznosi E; a ako izabere

1
kurs iz hemije vjerovatnoda da dobije desetku iznosi —. On je odlucio da ovu vaznu odluku donese

bacanjem obi¢nog novcica. Kolika je vjerovatnoc¢a da Suljo dobije desetku iz hemije.

17. Pretpostavimo da kutija sadrzi sedam crnih kuglica i pet bijelih kuglica. Dvije kuglice izvla¢&imo iz kutije
bez njihovog vracanja nazad. Ako pretpostavimo da svaka kuglica u kutiji ima jednaku vjerovatnocu
da bude izvucena, izracunati vjerovatnoc¢u da obe izvucene kuglice budu crne.

18. Pretpostavimo da su neka tri €ovjeka na zabavi bacili svoj $esir u centar sobe. Sesiri su se prvo

izmijesSali a onda je svaki ¢ovjek na slucajan nacin izabrao Sesir. Kolika je vjerovatnoca da ni jedan od
tri Covjeka nisu izabrala svoj vlastiti Sesir?



Prostor dogadaja

Neka je 2 skup, i neka je F C P(Q2). Familija F podskupova skupa €2 je o-polje nad
Q, odnosno, uredeni par (2, F) je prostor dogadaja ukoliko vaZzi:

(1) Qe F, (2) akoje A€ F,tadajei A€ F,

o0
(3) akojeVie N, A; € F,tadajei | A4; € F.

i=1
U tom slucaju, elementi familije F su dogadaji, skupove ) i  interpretiramo redom
kao nemogué dogadaj i siguran dogadaj, a za dogadaj A € F, njemu odgovarajuci
komplement A € F interpretiramo kao suprotan dogadaj dogadaja A. Elemente
w skupa €2 nazivamo elementarnim dogadajima.
Neka je (2, F) prostor dogadaja, i neka su A € F i B € F neki dogadaji. U teoriji
verovatnoce je uobic¢ajeno da se umesto oznake ANDB koristi oznaka A- B ili jednostavno
AB, a za disjunktne dogadaje Ai B (ANB = ) se umesto AU B koristi oznaka A+ B
¢ime se u samom zapisu naglasava da se radi o disjunktnim dogadajima. Pri tome
operacije sa skupovima (dogadajima) interpretiramo na sledeéi nacin:

AB - ,realizovala su se oba dogadaja A i B”,
AUB - realizovao se bar jedan od dogadaja A i B”,
A+ B - . realizovao se bar jedan od disjunktnih dogadaja A i B”

(radi o disjunktnim dogadajima, zato A + B ta¢nije interpretiramo sa
,realizovao se ta¢no jedan od disjunktnih dogadaja A i B”),
A - ,realizovao se suprotan dogadaj dogadaja A”.

Prostor dogadaja (€, F) ima jo§ i sledec¢e vaZne osobine:

(1) D e F, (2) akojeVie {1,2,...,n}, A; € F, tadajei |J A; € F,
i=1

n
(3) akoje Vi € {1,2,...,n}, A; € F, tada jei (] A; € F,
i=1

1=

oo
(4) akojeVieN, A, € F, tadajei [ A; € F.
=1

1=

[22] FEksperiment se sastoji od jednog bacanja kockice za igru. Posmatrajmo dogadaje:

A - pri bacanju je dobijen paran broj”,
B -, pri bacanju je dobijen neparan broj”,
C - ,pri bacanju je dobijen broj mangi od 3.

(a) Napisati skup elementarnih dogadaja (ishoda eksperimenta) Q.
(b) Napisati dogadaje A, B i C kao skupove elementarnih dogadaja.
(¢) Koji su parovi dogadaja A, B, C disjunktni (nesaglasni, iskljucivi)?

Resenje:
(a) Oznadimo sa {w;}, i € {1,2,3,4,5,6} dogadaj ,,pri bacanju je dobijen broj i".
Tada je Q = {w1, wa, w3, w4, ws, we }-

(b) A={wz,ws,we}, B={wi,w3ws}, C={wi,wa}.
(c) Disjunktni su samo dogadaji Ai B (AN B =10).




Uvoé A 7201/9(,{ %va {'106(8

.'/o-prouém/ q?ovaLa ' Jojé%j

Pre L[/oxcéqvmo Clc{ Feliw o /'?}W\f’f{c‘ €é&/th‘“—:€sz‘ <
ithod “iR wogu e predaid oty g@,oé?‘.m) Ll
1‘41704 eéi/é"’i“%evz[q ne Mzoa?e‘ Lz'é‘ /y@z»'w(f (,{%0(61/'9\/)
pre /m«fllqw'-%o oé( /\a \ré(% evrb szjc(;’/lﬂ.zl(éo @
po‘%‘%l(, 0%‘7 \céc{/ cub %ﬁjuél.(ﬂ /(401? el&/f":f’w‘?/;;
JS poszll é&p 7pro{l£olf qgowéc, eé&p@mew@ i

OZng cavag e Su S

B, 171 /oc/Jq/ £ /omulow weote & e /oewll ée’ca.
o[o?o( ff’{/‘. | |

Zcff 5"/0 ép/'q C/Vq C{Ofar fa/v E/ ’C/dm(lo%( aZ—«nWéC( \S)
de RS & 3 I AV J@f@fq/' FUL ;éo/l,f \(’qc[/?[ Lve /‘%/4?-6
/(é?'l' S« //{ y & 1'/1' 17 F /'[/‘ 51_046{ (/'M & 5w F), 7;'.
~ FOJQ J[Q/ E.Ugf‘ FCIQ <e /7»0/‘?0/4' a[ﬂ de é%f /:fCldrv: /'4' g///
. ot ) g - : ’
| po/q |, O tlacdv-q “Yuiy clajqfé/v £ ijod%tf ~

/o /
cjﬂq"{(e‘/f o C{Of” a EF) /49'»' e /owel¢°/ //v‘t e p
[O/C) ] MaZvey /glxe(/{oé ‘/ofar(?fé/‘tﬁ/ E}‘F' qu/ ‘!quif-?/ /\e
Je)f\'vw.cq.q wg 4’4@ led; waery: £F Jac{'fil sve  jzlyze éo/'/'

Z‘« 4149 Lﬂfr C/VC( Céjq&(&‘q E//C éqloof@l/ wzpé'?uzy



..('q u oéa C/OfQ 8(0/4) 7 24 [/' > F'

ce <e /oﬁy‘qvﬂé{ Sq o qéo e oé‘f ¢

/Vq// JOja‘fQ/' O2Muacivawneo o 5% / C’uwaﬁ""to ‘é‘ﬂo "—‘/of?dé/'
'47[ né «(‘Z{Q/YZ';' ud /Péf{q I'Z'[((,Z"

o b,z Ll by dogedss £ duf

d. iy e / (M, o,
0]" 91 £ ) /éo/T We tiva g 'é‘p"‘?/./é"vevtlé od E) / JP}4&»,'_,
LCnyp a & -(a{l%)‘ oc[ (V('Lf I'?Q'gwa I & /01’0«( Jél/c?
M?oméc’f S /40/7 wiy w £, T, £*
! . AS
aéo I Laqwmo 440

de <e /71? v {/
e he /(]0/2? v E:

e —

| : £
E . ‘ ) 4

S




@OC{ML/J{ IQPM?,[@V C(ZoVQéO u céecjecf,“v, e /(v;‘he'yécw,
; od (

(@) Eé“ﬂ"”‘""‘“‘( écy’:’ te <astlo '1'\/[464‘1/'q [04'6&7"’5 "ov"h"a&)'
(‘l) ) gétfevfw,e;,{ Lo/l[ Ngd J’axt%(;' gc[ AQCa)?—q (Zobl"//f{7-q> éocle)'
)yt by od Loy i

y ~ |
( ) EA‘/C’%‘%%?‘_ 477 RS \rq«(l(ty'/ aq[ réc}Cm«/‘q (,4041;/ |

dije hocle, %)
(¢ Eopercaert Loy Lo d
PEV M en o) e (g4 o W q -~ Frvo Lo -
'neéoj ab{‘(q / l /‘e‘”t.’/ff Z/ {VJ V‘/-ega{
V)
y

(@) /Orou‘or f(%@"‘?‘éq U eéi/e"i“vew z/(»l [7’:‘ ‘e M&é‘)' 0°{.

546&-4/‘01 MovéEida /ff, 7 / -
, | £=36, 4 | -

j((j'\e G zltzqé‘l‘ (é/f V(?q/A?Z( LQCQL.(/\q jp/q\,d) Q /0 Zvag;
da fe rez el 4“4‘1/’01 pILwo, | o

A | | |

¢ ) va_i\ZoV «?@méq 7 ééx/flf[uey{u éj}' ge &?J&é-r od 54c<«z7~¢

‘éocél‘Ct /‘Q /

$=8422 45 g}

P

( 3C$\° izlz el 44/‘* Le i/»yavf/q we éocéz'c,‘, r=42345¢

)
(')ID m&éor az—ow&i U céi/evrﬂevz(u éo/v' Le &eu(oj[ « LQC‘W/Z(
,CIWZ nové’{c’q Sy J}o{eée Eel[n' f@&'éﬁ

$=9(66),(6,4),(4,6), ¢k 0)}



lebz de bt (66 ) who <o oby wovcica pols 2aly
va«)‘ izl /‘C CG, /) qLo/—c /ﬂ’Vl' moverd /oé??fno,jéwﬁ
@ C/Vq],‘ /1’-“*10} dol je rezelle £ (/j &) Qéo/e_ pros
/704‘(360 [z’xwo a C{”‘fj/' fé?%()' ;e é“?/” drte
(hPy aqko <4 oba woveile /o;éq;zq/f, pi<uo,

(d) Fros for ¢ zovglka échw/»f ‘/"')4’ bockece Je
Lot o)1’ od ‘°//€°{€C"'(” 26 64?54?

f(’/4>) (1, 2)) //,3)) (7, 4]} (1 5)) %4/ g)
| (34) ) (42), (33) (34), (3,5) (2, ¢ )
C o4 B0 Gy (33 1 @), (55), (3,6]
(40 (4, (93, (5%, (§5), (4 ¢
(34, (52 (53), (54), (35, (5¢€)
(64) (62), (82), (64), (69, (€ &)

]

- 4

$9° el ()5 alo Je na prve Lock: /0[’?24%0 /y a na
O(I’?—(fp/ LOCL‘i.J’.

(e> IOyO( Lor «(?nomLa Y eéc,yei’z'weif l(c( écy'x' {e 4’%”%'/', “~

m/erew/'u fél'vog\wj VQ\‘oLO/ *\@Lo t'(c/({ﬁ Lo o
ne"lffq /z'v»t,‘ /ea/‘h' é’?f‘(/" 7/]

S=[O) w) ‘



@/%J“*?{VQ'“‘O eéi GVL"ue‘,z(C k), & €), ¢ 1@) (& h;,’l(éoa/aa
L 7 ) 4 ) ¥, € /
Z@ da q, 4Vf<é' po /‘QC(QW l-/{' (Jvo( /l’t""[/\ebcf O/O:}Q\Zé/'a(

. 12 Svg LOJ OC{ Ovoj f,é,g/ey,‘m_ec,, {e{ . ‘

£

/ N () / | )

(Q) p}’t%t/{m @>) Q :9/6 £=§G-}) {?‘( Cé(/’f‘ FQ/OJQ(qu/
17 éo“'le NQ 3/4\,4 /g?/q\/,'/q /"1’4’40‘47 é%é’??‘? étavc:“/'({q'
S/ré‘do) Qéo' < 53‘5/0}) Z‘f{o/a le & \4/54 Q/OdefQ/' &
éowe << /Oo/'qv/'/o /0/‘\('470.

b |

(‘ )0/3’;“7/-6"14 /oc/ (é)) qéo ‘/{ ;=~{4} Z%CL/"(’ ;0@0@-
b ce Jec/t"ﬂz“cq /a/wv;‘ /Oh'//éo‘vw éqm»yv 'éocé/‘fe. Ato
/‘e [‘*52)4, 6} facfé Je £ é,a@ G/Ojoo J(Q/ c/q e

farqun én7' /o/'év:' /gn'//zo"ﬂ A““‘"/‘{LPCA‘CQ,

(C>’ U /2‘:[‘"7{/'01’»/ /004 (c>)c‘aé¢9 /€ 525(636")) (G) ﬂj;) Zé’(é
/e qu JQJ qu Ng /),o/’qv/‘ 34?14 ha /ﬂvwv; ‘40\1676'/4('

(\ _
(C{ ) (/pqu/en,, /ooc( (Q/>) 9//5‘9 Je £= {(46’%(2

1 5), (3 4) (49
c . ) 2097
[)2\) [634>}‘) ZL“J( j{ Ec(fjcf fQ/' C/J(/*e S yg, ‘éocé[
/"eC("l‘(Lq ‘CfC(Q""\,

( > U l/t’ v
(&) Uy N pod (¢), als e £=(2,6) z‘qo((f; o

| V(J.ﬂ 0(3%" o ce , -
| 5{1{ /jaéc“w( ato 6%/{{(? Izmeja( C/Vf)lf d



G‘M%’lclo /‘et((zéu/a?‘\( Cé qc?[? —e_ w/ éo"t(‘tol/o%ocq

V‘QM”@ 0‘/© le/qk—lq




po{mallva(/’mO eél/evru,gu,f AQCO?’C; [oé"e&‘?'lﬂ lwvgqj‘(’?
w éo'«az, - Po{iloV ((?-plfééﬁ |

&),
~26f
Al i Lty c/@jac&y,-c&gpf) F=56] oded-d;
EVF, EF E) F )‘SC".,,

(é) /Og,[w,q 6”4/"""0 64{/6"["‘1(‘7( AQCCM/‘C‘( [éoé("//ffytr) éOCZ(’CQ

Y /zawm /’19 ‘m(o[m/ uz-oraéq fr»sagz),géjs)gf.

Aéo Sy Jaé‘ J@j@i"y'{ E:?/,%s}» / /C¢§//)2)3} Oc(/«f((té

EUFR) R £° Foo9c

uéok«e ‘e ’
CC)PQ(WM LZVa'mo eéi/ew'“ﬁeV{mq‘/“q C/l/y? éoc é(‘Ce (c( éo"'—e_
é" U« FoO VC{LC/ JQ&[%’L“ Oc{ 26 &tc\é(‘). 44&/’6 .’J :

dat J@jaa‘q/- E~504,6) (25), (34),(4,9),152), o
odied b £, ¢

Se /1»0!

£ |
'@ EUF= ;
S@)p}) £EF= ¢) E =

F=le} rFim N s
NE)

EUF:.SJ’Z’%S}) EF:V’s})N Ec-'{a’t”g}) FE’{@%G} SQ“?
J

(¢) | ;
EC'J'C c(ojaé(aj‘ « bowe Nyag J"j"f é"cé"ce "'9*? Jﬂ‘/“?’é‘f

< QC(&/V\

;i:{c_~¢



@Oc{m&'{; /"Oiléw Ctorakq “c//e“/@c"/'aq eé‘/e""“’e"é"”‘?
() Eé:/ey,‘u,eb,f i e ral 2 Jyo/ “9{04(6!4—?‘ |
(!’) Féf/ev:’%mz‘ 5’{'}1‘ Je jeke 2 /okfcé»é Zgviwey e

wlvle o'?-“'tedlé( 7~ leé«c‘('lﬂ ééh/‘c( L4 /0?*1‘(7‘4'14
12,345 ¢ 27
Zq ,'géé eL.(/eVl""ﬂev Fe Mqvesfﬂ' /m«,/ez/ o/ofaef?-ql

14

4.

A A R Y = A
jéof Q/jfjfzz e A ey ke
Jele Yeglical Ao o B~{deself Ld o
A 0/?/08[9' de o debe derph, |

(4 |
Poctor yapeal, e L -S ove /oewmlécj'c Zorle [{Z,%%Zj}

ke 4067 5 300 sy

4

/ w priger e lo YA
Sq ro e, 4 .Z‘(VV\(\I'O //V‘) éo‘? & él/o/}’vu, // (J//Q l‘

/
n (é({éﬂ Ohj'e’
/ﬂo N A 0 21ali™m o

,‘

A=§$vl“ /?LA««“ N7 L 47“1‘ /oc‘:'t«/w L Q}

4o tcsi cé( s A Cf@/f(fq/ ol J€ 4014/ N>

, él’o.e '
) /OLQ%C/;'O we whe; a



Neki zadaci koji slijede u ovoj lekciji i u dvije sljedece lek-
cije, ¢iji su numeracija [23]-[30], [32]-[33] i [34]-[42] su po-
sudeni iz knjige ”Zbirka resenih zadataka iz Verovatnoce i
statistike”, autora Silvia Gilezan, Ljubo Nedovié, Zorana
Luzanin, Zoran Ovcin, Tatjana Grbi¢, Jelena Ivetié, Bil-

jana Mihailovié¢, Ksenija Doroslovacki, izdanje Novi Sad,
2009. godine

Sveska je su skinuti sa stranice http://ff.unze.ba/nabokov/
Za uocene greske pisati na infoarrt@gmazil.com




[23] Navesti skup elementarnih ishoda za sledede eksperimente:

(a)
(c)
(d)
()
(2)
(h)

(i)

bacanje jednog novéica, (b) bacanje jednog zlatnog i jednog srebrnog novcica,

bacanje jednog zlatnog, jednog srebrnog i jednog bronzanog novéica,

bacanje kockice za igru i jednog novéica, (e) bacanje dva puta kockice za igru,

izvlacenje jedne kuglice iz kutije u kojoj se nalaze 3 bele, 4 crvene i 2 plave
kuglice,

izvlacenje dve kuglice iz kutije u kojoj se nalaze 3 bele, 4 crvene i 2 plave kuglice,
pri cemu je bitan redosled izvucenih kuglica,

izvlacenje dve kuglice iz kutije u kojoj se nalaze 3 bele, 4 crvene i 2 plave kuglice,
pri cemu nije bitan redosled izvucenih kuglica,

registrovanje ispravnosti jedne sijalice, (j) registrovanje ispravnosti tri sijalice.

Resenje:

(a)

(b)

Q = {wg,wp}, gde je G dogadaj ,,pri bacanju je pao grb’, a P je dogadaj ,pri
bacanju je palo pismo”.

Q = {wea, wap,wpa,wpp}, gde je wxy dogadaj ,pri bacanju zlatnog novdiéa
je palo X € {G, P}, a pri bacanju srebrnog Y € {G, P}, gde je sa G skraceno
oznacen grb a sa P pismo; primetimo da je |Q| = V§ =4.

Q = {wppp,wpra,wpap,Wwrca,WaPpP,WGPG,WGGP, WGGG, |, Uz analogne o-
o . —2
znake kao pod (b); primetimo da je |Q2] = V5 = 8.

Q = {wip, wig, Wep, Waa, W3p, W3G, Wap, WiG, WsP, Wsa, WeP, Wea §, gde brojevi u
indeksu predstavljaju broj dobijen na kockici, a slova predstavljaju odgovarajuéu
stranu novcica.

Q={w;j|i,je{l,2,..., 6}}, gde je w;; dogadaj ,,pri prvom po redu bacanju je

pao broj i a pri drugom po redu broj j7; primetimo da je || = Vg = 36.

Q = {wp, we,wp}, gde je w, dogadaj , izvucena je kuglica boje x € {b,c,p}” gde

navedeno slovo predstavlja prvo slovo naziva odgovarajuée boje.

Q = {Wep, Whes Whp, Webs Wees Wep, Wpbs Wpe; Wpp T gde je way, dogadaj ,,prvo je izvude-

na kuglica boje x € {b,c,p} a zatim kuglica boje y € {b, ¢, p}” gde navedeno slovo
. . . . S . 3

predstavlja prvo slovo naziva odgovarajuce boje; primetimo da je |Q2] =V, = 9.

Q = {Wpb, Whe, Wop, Wee, Weps Wpp 15 gde je wyy dogadaj ,izvucena je jedna kuglica

boje x € {b,c,p} i jo§ jedna kuglica boje y € {b,c,p}” gde navedeno slovo pred-

. . . . . . . =3

stavlja prvo slovo naziva odgovarajuée boje; primetimo da je |Q2] = C, = 6.

Q = {wo, w1}, gde je wy dogadaj ,sijalica je neispravnd’ a wy dogadaj ,,sijalica

je ispravna’.

0 = {woo0, Woo1, Wo10, Wo11, W100, w101, Wi10, w111}, gde je wijr dogadaj ,prva si-

jalica je u stanju i, druga u stanju j, a treca u stanju k, i,j,k € {0,1}” pri ¢emu

stanje 0 znadi da je odgovarajuéa sijalica neispravna, a stanje 1 da je ispravna.




[24] Radnik je proizveo 3 artikla. Neka je X;, i € {1,2,3} dogadaj ,i-ti prozvedeni
artikal je ispravan” (artikle razlikujemo po tome kojim redom su proizvedeni). Pomocu
dogadaja X; i X; izraziti skup elementarnih ishoda kao i dogadaje

- ,8vi artikli su ispravni”,

- bar jedan artikal je neispravan”,

Ltacno jedan artikal je ispravan’,

- ,napise dva artikla su ispravna’,

- ,bar dva artikla su ispravna’,

- ,taéno dva artikla su neispravna’.

MmO QW

Resenje:

Q= {XlXQXg, X1X273, leng, legyg,
YlXQXg,71X273,7172X37717273}7

A={XX>X3},

B=A={X1XoX3, X1 X2X3, X1 XoX3, X1 X2 X3, X1 X2 X3, X1 X2X3, X1 X2X3},

C ={X1X2X3, X1 X2X35, X1 X2X3},

D =B,
E={X1X2X3, X1 X2X3, X1 X2 X3, X1 X2X3},
F=C.

[25] Meta se gada sa 3 metka. Neka je S;, i € {1,2,3} dogadaj ,,i-tim metkom je meta
pogodena”. Preko dogadaja S; izraziti dogadaje

- ,ostvarena su 3 pogotka’,

- ,ostvarena su 3 promasaja’

»ostvaren je bar 1 pogodak”,

- ,ostvaren je bar 1 promasaj”,

- ,ostvarena su bar 2 pogotka”,

- ,ostvaren je najviSe 1 pogodak™.

Resenje:

A = 515583,

B =5,5,53,

C = B = {515,853, 515,53, 515253, 515253, 515253, 515253, 515255},
D = A= {515,553, 515253, 515253, 5159253, 515253, 515253, 515253},
E = {515,853, 515253, 515295, 515255},

F = FE = {515,53,515,55, 515253, 5159253},

T QW

[30] Brod ima jedno kormilo, tri kotla i dve turbine. Neka A dogadaj ,kormilo je
ispravno”, neka su By, i € {1,2,3} dogadaji ji-ti kotao je ispravan’, i neka su Cj,
i € {1,2} dogadaji ,i-ta turbina je ispravna”. Brod moZe da se kreée ako je ispravno
kormilo, bar jedan kotao i bar jedna turbina. Preko navedenih dogadaja, izraziti doga-
daj X: ,brod moZe da se krece”.

Resenje: Oznacimo sa B dogadaj ,,bar jedan kotao je ispravan”, a sa C' dogadaj ,,bar
jedna turbina je ispravna’. Tada je

X =ABC
gdejeB:§1§2§3:BluBQUB3iC:€162:C1UCQ.




[26] Iz skupa X = {2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12} se na slucajan nacin bira jedan broj,
i neka je Q = X skup elementarnih dogadaja tako da je i € Q dogadaj ,,iz skupa X je
izabran broj i”. Za dogadaje

A - izabrani broj je mangi od 77, C - izabrani broj je paran’,

B - izabrani broj je veéi ili jednak sa 6”7, D - izabrani broj je neparan’,
navesti od kojih se elementarnih_dogadaja sastoje, i recima opisati dogadaje AB,
A(BUD), AB, AC, AuD, AUBUC, ABC i ABCD.

Resenje: Iz A = {2,3,4,5,6}, B = {6,7,8,9,10,11,12}, C = {2,4,6,8,10,12},
D ={3,5,7,9,11} sledi

AB = {6} je dogadaj ,,izabrani broj je 6” (ili jednostavno ,,izabrani broj je mangi od 7
1 veéi ili jednak sa 67),

A(BUD) = An{3,5,6,7,8,9,10,11,12} = {3,5,6} je dogadaj ,izabran je jedan od
brojeva 3, 5,67,

AB ={7,8,9,10,11,12} N B = {7,8,9,10, 11, 12} je dogadaj ,,izabrani broj je veéi od
6?7,

AC ={7,8,9,10,11,12} N C = {8,10, 12} je dogadaj , izabran je paran broj koji je veéi
od 6”7,

AUD = {2,3,4,5,6,7,9,11} = {8,10,12} = AC je dogadaj ,izabran je paran broj
koji je veci od 67,

AUBUC = Q= 0 je nemogu¢ dogadaj (izabrani broj nije manji od 7, i nije manji ili
jednak sa 6, i nije paran, §to je nemogude),

ABC = {6} je dogadaj ,,izabrani broj je 67,

ABCD = {6} N D = 0 je nemogu¢ dogadaj (izabrani broj je manji od 7, i vedi je ili
jednak sa 6, i pri tome je i paran i neparan, §to je nemoguce).

[27] Baca se kockica za igru i posmatraju se dogadaji

A - ,na kockici je pao broj manji od 47,
B -, na kockici je pao paran broj’,
C - ,na kockici je pao broj koji nije mangi od 57.

Navesti od kojih se elementarnih dogadaja sastoje i recima opisati dogadaje AU B,
BUC, BNC, AnC, AUBUC,C,BiAuU(BnNQC).

Resenje: Oznac¢imo elementarne dogadaje, kao u zadatku [26], brojevima koji pred-
stavljaju broj koji je pao na kockici. Dakle, skup svih elementarnih dogadaja je
0 =1{1,2,3,4,5,6},adogadaji A, B1iC suzapravo skupovi A = {1,2,3}, B ={2,4,6}
i C ={5,6}. Sledi

AUB =1{1,2,3,4,6} je dogadaj ,,pao je broj razlicit od 5",

BUC ={2,4,5,6} je dogadaj ,,pao je broj razlicit od 1 i 3",

BNC = {6} je dogadaj ,,pao je broj 6",

ANC =0 je nemogué dogadaj (pao je broj koji je manji od 4 i veéi je ili jednak sa 5,
to je nemogude),

AUBUC ={1,2,3,4,5,6} = Q je siguran dogadaj,

C =1{1,2,3,4} je dogadaj ,pao je broj mangji od 57,

B = {1,3,5} je dogadaj ,,pao je neparan broj’,
AU(BNCO)=AU({2,4,6}Nn{1,2,3,4}) = {1,2,3} U {2,4} = {1,2,3,4}.




[28] Na nekoj raskrsnici se posmatra kretanje automobila a1, as @ as koji mogu da
skreéu ili levo ili desno, i sa A;, i € {1,2,3} je oznaden dogadaj ,,automobil a; na
raskrsnici skrece desno”. Preko A; izraziti dogadaje

X - ,sva tri automobila skreéu na istu stranu”,

Y - vise automobila je skrenulo u levu stranu’,

Z - ,ni jedan automobil nije skrenuo na levu stranu”,

W - prvii treéi automobil su skrenuli na istu stranu”.
Resenje:

X = {A1 A A3, A A A3},

Y = {A1 Ay A3, A Ay Ay, A Ay As, A Ay As),
Z = A1 Az Az,

W = {A1 Ay Az, A1 Ay Az, A1 As A3, A As As).

[29] Cetiri studenta polazu ispit, i S;, i € {1,2,3,4} oznacava dogadayj ,i-ti student je
poloZio ispit”, i € {1,2,3,4}. Napisati skup elementarnih dogadaja ) i preko dogadaja
S; izraziti dogadaje

-, nijedan student nije polozio ispit”,

- ,polozio je samo prvi student”,

- ,poloZio je samo jedan student”,

- ,poloZio je bar jedan student”,

»poloZila su tacno dva studenta”,

-, poloZila su najvise dva studenta”,

-, poloZila su najmanje tri studenta”,
- ,poloZila su najvise tri studenta”.

T QT QT

Resenje: Siguran dogadaj
Q = {515253854, 51525354, 51525354, 51525354,
51555354, 51525554, 515253854, 51525554,
51525384, 51525354, 51525354, 51525354,
se sastoji od V2 = 16 clementarnih dogadaja.
A= 51525354,
B = 81555554,
C = (81555554, 5155554, 51525551, 515255541,
D =Q\ 5525354,
E = {515253854, 51525354, 51525354, 51525354, 51525354, 51525354},
F=AUCUE,
G = {51525354, 515253854, 515259554, 51525354, S1.525354},
H=Q\{51525554}.
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Verovatnocéa dogadaja
Neka je (2, F) prostor dogadaja. Verovatnoca na (2, F) je funkcija P : F — [0, 1]
za koju vazi

(1) P() =1,

(2) ako za niz dogadaja A; € F, i € N vazi da je A; N A; =0 za sve i # j, tada je

P (i_ojl Ai> _ é P(A,).

Ako za dogadaj B vazi P(B) > 0, tada se uslovna verovatnoéa P(A|B) (dogadaja
A pod uslovom da se ostvario dogadaj B) definise sa

P(AB)
P(B) -
Pri resavanju zadataka ¢emo koristiti sledeée vazne osobine verovatnoce

P(AB) =

. P() =0 (1.1)
. P(A)=1-P(4) (1.2)

P(A|B) =1-P (4]B) (1.3)
. BCA = P(B)<P(4) (1.4)
. BCA = P(A\B)=P(A)—P(B) (1.5)
e Za svaki konagan skup dogadaja Si, S, ..., S, vazi

P(S1US,U...US,) =
=Y P(Si) = Y _P(SiS;) + Y P(SiS;Sk)+ ...+ (~1)"P(51S,...5,) (1.6)
i 1<j i<j<k
Na primer, zan=2in =3 je
P(S; U Ss) = P(S1) 4 P(S2) — P(5152) (1.7)
P(S; USyUSs) =
= P(S1) + P(S) + P(S3) — P(S152) — P(S183) — P(5253) + P(515253)  (1.8)

a kao jednu od posledica dobijamo i

P(S1S2) = P(S1) + P(S2) — P(S1 U Ss) (1.9)
e Za svaki konacan skup dogadaja S1,5s,...,S, vazi
P(S1USU...US,) =
= P(S1) +P(S251) + P(938251) + ... + P(8,85-15n—2...51) (1.10)

e Akoje S§1 C Sy C S3 C ..., tada vazi

P(L_Jl Si) = lim P(S;) (1.11)
e Akoje S1 D 53 D S3 D ..., tada vazi
P(()5i) = lim P(S;) (1.12)

=1



e Za svaki konacan skup disjunktnih dogadaja Si,9s,...,S, vazi

P(S1+S2+4...+5,) Zzn:P(Si) (1.13)
=1

e Za dogadaje S1,S52, ..., koji su nezavisni (u ukupnosti) vaz
P(S1S2...5,) = P(S1)P(S2)...P(Sy) (1.14)
e Za dogadaje S1,S9,...,95, vaz
P(S1S2...5,) = P(S1) P(S2|S1) P(S5]5152) ... P(Sp|S152...Sn—1) (1.15)

ukoliko navedene uslovne verovatnoce postoje.

e Dogadaji H1, Hs, ..., H, ¢ine potpun sistem dogadaja ako vaZzi:

VZ,j,Z#] HzﬂH7:@ ZHZZQ, Vi P(H1)>O

i=1
Za potpun sistem dogadaja Hq, Ho, ..., H,, vazi

Zn: P(H;) = 1.

e Za dogadaj S i potpun sistem dogadaja H;, Ho, ..., H, vazi formula totalne
verovatnocdce

n
P(S)=>_P(H;)P(S|H,) (1.16)
ukoliko navedene uslovne verovalt;l]oée postoje.
e Za dogadaj S i potpun sistem dogadaja Hi, Ho, ..., H, vazi Bajesova formula
P(HL|S) = P<Hk2)P(S|Hk) _ nP(Hk)P(S|Hk) (1.17)
S SL CALCILa
za svako k € {1,2,...,n}, ukoliko navedene uslovne verovatnoée postoje.

d odredenim uslovima se verovatno¢a dogadaja moze izra¢unavati primenom tzv.
plasove ili geometrijske definicije verovatnoce.

e Laplasova definicija verovatnodée: ako je zadovoljeno

1°) skup svih moguéih elementarnih ishoda je konadan - na primer, neka je

Q= {w17w27 cee 7wn}7
2°) elementi se biraju na slu¢ajan nacin, tj. svi elementarni ishodi w; su jedna-
koverovatni (P ({w1}) =P ({w2}) =+ =P ({wn}) = 1),
tada je verovatnoca nekog dogadaja A = {w;,,wiy, ..., wi, } CQ
Al _k
P(A) = 1 & 1.18
=g =7 (118)

(koli¢nik broja ,,povoljnih elementarnih ishoda” i ,,ukupnog broja elementarnih
ishoda”).



e Geometrijska definicija verovatnocde: ako je zadovoljeno

1°) skup € svih moguéih elementarnih ishoda, kao i dogadaj A ¢ija se vero-
vatnoca izrac¢unava se mogu predstaviti kao merljive geometrijske oblasti -
na primer kao duzi ¢ije duzine mozemo odrediti, ili kao oblasti u ravni ¢ije
povrine umemo odrediti (trouglovi, krugovi, njihovi delovi i sl.), ili kao
trodimenzionalni objekti kojima umemo izra¢unati zapreminu (piramide,
kocke, njihovi delovi i sl.),

2°) elementi skupa 2 se biraju na sluajan na¢in, tj. ravnopravan je izbor svake
tacke,

tada je verovatnoca nekog dogadaja A

(1.19)

gde je sa m(A) oznalena mera (duzina, povrsina ili zapremina) oblasti koja
odgovara dogadaju A, a sa m()) je oznacena mera oblasti koja odgovara skupu
Q svih elementarnih ishoda (verovatnoca se dobija kao koli¢nik mere ,,povoljnih
elementarnih ishoda” i mere ,,svih moguéih elementarnih ishoda”).

[32] Swvako od slova A, I, XK, M, N, O je zapisano na po jedan listi¢ papira, i listiéi se
nasumice redaju u niz. Izracunati verovatnoéu da cée se na ovaj nacin formirati rec¢
KAMION.

Resenje: Posto su sva slova razli¢ita, broj mogucih razli¢itih rasporeda listi¢a (elemen-
tarnih ishoda) je Pg = 6! = 720. O¢igledno postoji samo jedan ,povoljan raspored”, a
zbog nasumicnog redanja listica su svi elementarni ishodi jednakoverovatni, te je na
osnovu (1.18) verovatnoca formiranja re¢i KAMION

p= % ~ 0.0014.

[33] Racunar je sa spiska reci formiranih pomocu slova a, a, a, e, i, k, m, m, t, t
odabrao jednu. Izracunati verovatnoéu da je odabrana re¢ matematika.
Resenje: Koristeci isti princip kao u zadataku [32], dobija se verovatnoca

1 1312 24 1

P= o, = I T 10T T 3628800 151200

(ovaj put pri prebrojavanju moguéih elementarnih ishoda koristimo permutacije s po-
navljanjem jer se medu slovima od kojih se sastavlja re¢ nalaze 3 primerka slova a, 2
primerka slova m i 2 primerka slova t).
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[31] Bacaju se dve kockice za igru. Izracunati verovatnoce dogadaja

Q -, kvadratni koren zbira palih brojeva bice ceo broj”,
So - ,zbir palih brojeva bice deljiv sa 27,
Ss -, zbir palih brojeva bice deljiv sa 37,
Sy - ,,zbir palih brojeva bice deljiv sa 47,

kao i dogadaja QU Sy, SoS3, So U S3, 5354, SoUS3US, 155U Ss.

Resenje: Zadatak moZemo resiti primenom Laplasove definicije, tj. primenom (1.18),
ukoliko budu zadovoljeni uslovi za njenu primenu. Skup svih elementarnih ishoda je
0 ={(i,7)]47 € {1,2,3,4,5,6}} gde je (i,7) dogadaj ,,na prvoj kockici ée pasti broj
i, a na drugoj kockici ée pasti broj j7 (da bi elementarni ishodi bili jednakoverovatni,
moramo razlikovati kockice kao prvu i drugu jer bi inace elementarni dogadaji (i, j)
za i # j bili dvostruko verovatniji od dogadaja (i,%); npr. ako je jedna kockica plava a
jedna crvena tada brojeve 11 2 mozemo dobiti tako §to na plavoj padne 1 a na crvenoj
2 ili tako 8to na plavoj padne 2 a na crvenoj 1, dok dve jedinice mozemo dobiti samo
na jedan nadin, kada na obe kockice padne broj 1). Pri tome je |Q2| = 36.

Direktnim proveravanjem dobijamo

Q@ ={(1,3),(3,1),(2,2),(3,6),(6,3),(4,5), (5,4)},

Sz =A{(1,1),(1,3),(1,5),(3,1),(3,3),(3,5), (5,1), (5,3), (5,5),
(2,2),(2,4),(2,6),(4,2),(4,4),(4,6), (6,2), (6,4), (6,6)}

(zbir dva broja je paran ako su oba broja parna ili oba neparna),

Ss ={(1,2),(1,5),(2,1),(2,4),(3,3),(3,6),(4,2),(4,5), (5,1), (5,4), (6,3), (6,6)},

Sy = {(L 3)7 ( ) )7 (2’ 6)7 (3’ 1)7 (3v 5)7 ( a4)7 (5v 3)7 (Gv 2)7 (Gv 6)}7

te primenom (1.18) sledi (zadovoljeni su uslovi za primenu Laplasove definicije - sku-
povi su konaéni, a elementarni ishodi su jednakoverovatni)

PQ) = P(S) =252 =1 PSy)=%-4 PE)-%-1

Koristec¢i dobijene rezultate kao i osobine verovatnoce dalje dobijamo

® QUS:1=15:1+{(3,6),(6,3),(4,5),(54)} = PQUS) =" = 5,
5253 = {(175) ( ) (3 3) (472)7( 51>7(656>} = P(SQS3> = % = %’

(L7)

P(S2US3) ="P(S3) + P(S3) —P(S293) =2+ 4 — ¢ =2,
S35, ={(6,6)} = P(59354) = ‘;(

)

s obzirom da je Sy C S5 tj. Sy € S U S3, dobijamo
P(S2US5U8,) =P(S2US3) = 2,

¢ P(S5U8:) ) =1 - P(S,US;) =

Wl
o=




[34] Na osam listica papira se napisani brojevi 2, 4, 6, 7, 8, 11, 12, 13, i na slucajan
nacin se odabiraju dva listica. Izracunati verovatnocu da ce zbir brojeva sa odabranih
listica biti veci od 15.
ReSenje:  Svaki od jednakoverovatnih elementarnih ishoda (izbor je slu¢ajan) pred-
stavlja izbor 2 od 8 ispisanih brojeva pri ¢emu redosled 2 odabrana broja nije bitan,
te sledi da je ukupan broj moguéih elementarnih ishoda C§ = (g) = 28. Dakle,
Q={{i,j} 1,7 €{2,4,6,7,8,11,12,13} A i < j}, 1 |Q| = 28. Dogadaj ,,zbir brojeva
sa odabranih listica ée biti veéi od 157 je skup elementarnih ishoda
A= {{4,12},{4,13},{6,11}, {6,12}, {6, 13}, {7, 11}, {7, 12},

{7,13},{8,11},{8,12}, {8, 13}, {11, 12}, {11, 13}, {12, 13} },
te se koristeci (1.18) dobija

P(A):%:%:%,

[35] Kockica za igru se baca 3 puta. Izracunati verovatnode sledeéih dogadaja:

A - jedinica e pasti na bar jednoj kockici”,
B -, u sva tri bacanja ée pasti razliciti brojevi”,
C - ,na bar dve kockice ée pasti parni brojevi”.

Resenje: Skup elementarnih dogadaja je Q = {(i,5,k) | 4,4,k € {1,2,3,4,5,6}} gde je
(i,7, k) dogadaj ,pri prvom bacanju ée pasti broj i, pri drugom j, a pri treéem Kk, te
je | = Vg = 6% = 216. Verovatnoce dogadaja A, B, C izra¢unavamo koristeci (1.18)
(vidi zadatak [31]), pri ¢emu ¢emo broj ,povoljnih” elementarnih ishoda izrac¢unavati
kombinatornim putem. Pri tome dogadaj C' razlaZzemo na disjunktne dogadaje Cs -
wparni brojevi ée pasti na tacno dve kockice’ (na prvoj i drugoj, na prvoj i trecoj, ili
na drugoj i trecoj) i Cs - ,,parni brojem' ¢e pasti na sve tri kockice’. Tako dobijamo
75

P(A)(liz)l —PA)=1— g2 =1 22 = 2L~ 0.4213 (4 je dogadaj ,sva tri puta e

pasti broj razlicit od 1, tj. broj iz skupa {2,3,4,5,6}7),

VS
P(B) = 5 = §24 = 120 ~ 0.5556, -
P(C) = P(C + C5) = P(Ca) + P(Cy) = 35t + 5% = 3+ 25 = 18 — 05 (C je
dogadaj ,na jednoj od tri kockice ée pasti broj iz skupa {1,3,5} a na dve broj iz skupa
{2,4,6}”, a C5 je dogadaj ,,sva tri puta ée pasti broj iz skupa {2,4,6}”).

[38] Iz $pila od 52 karte se nasumice izvlade 3 karte. Izracunati verovatnoée sledecih
dogadaja:

A - izvudi Ce se trojka, sedmica i kec”,

B - izvuéi ée se tacno jedan kec”,

C - izvuéi ée se bar jedan kec”,

D - izvuéi ée se najvise dva keca”,

E -, medu izvucenim kartama bice tacno jedan kec i tacno dve tref karte”,

Resenje: 1z opisa dogadaja vidimo da nije bitan redosled izvucenih karata, te je skup
elementarnih ishoda Q = {{i,j,k} |i,j,k € K Ni# jANi#k N j#k} gde je K skup
karata, tako da je |Q| = C32 = % = 50’56# = 22100. Takode je ocigledno da su
elementarni ishodi jednakoverovatni, te verovatnoce navedenih dogadaja izraGunavamo

koris¢enjem (1.18) (vidi zadatak [31]).



e Elementarni ishodi od kojih se sastoji dogadaj A se realizuju kada biramo po
jednu kartu iz skupa od 4 trojke, 4 sedmice i 4 keca, te primenom pravila proi-
zvoda dobijamo

ct.ct. ot 1)) 4
P(A) = G2 = (1)2(21())0(1) = 55155 ~ 0.0029.

e Elementarni ishodi od kojih se sastoji dogadaj B se realizuju kada biramo jednu
kartu iz skupa od 4 keca i dve karte iz skupa od ostalih 52 — 4 = 48 karata, te
primenom pravila proizvoda dobijamo

4 48

_ctes (9 (%) _ oanies
P(B) = St = “ored? = SHZ ~0.2042.

e Prvi naéin: predstavimo C' kao uniju disjunktnih dogadaja C' = C;+Cs+C35 gde
je Cy, 1 € {1,2,3} dogadaj ,,bice izvuceno tacéno i keceva’. Koristeéi isti princip
prebrojavanja kao kod dogadaja A i B dobijamo
G =010 = (7)) (5) = 4512,
|Ca| = C3-CF = (3) - () = 288,

Cs| = C§-C8 = (5) - (§) =4
te je |C| = |Cy1| + |Ca| + |C5| = 4804, pa sledi

P(C) = 505 ~ 0.2174.

Drugi nac¢in: P(C) = 1—P(C), gde je |C| broj na¢ina da se iz skupa od 48 karata
medu kojima nema ni jednog keca izaberu 3 karte. Dakle, |C| = C3® = 17296,
te je

P(C) =1— 3235 ~0.2174.

e P(D) =1-P(D), gde je D dogadaj ,,bice izvucena tri keca”, tj. |D| broj na¢ina
da se iz skupa od 4 keca izaberu 3 karte. Dakle, |[D| = C4 = 4, te je

4

e Podelimo skup karata na sledeca 4 disjunktna skupa:

S1 - skup koji ¢ini samo kec-tref,

Sy - skup koji ¢ine tri preostala keca (pik, karo i tref),

S - skup koji ¢ine sve tref karte bez keca-tref (ima ih 22 — 1 =12),
Sy - skup koji ¢ini sve preostale karte (ima ih 52 — 1 — 3 — 12 = 36).
Dogadaj E se moze predstaviti kao F = E7+ F5 gde je E7 dogadaj ,,bice izvuceni
kec tref, jedna karta iz skupa Ss, i jedna karta iz S4” a Es je dogadaj ,,bice izvuceni
jedan kec iz skupa So, i dve karte iz skupa Ss”. Na osnovu pravila proizvoda je

[Ey| = [S1] - [Ss]- [Sal = (1) - (7)) - (%) =1-12-36 = 432,

|| = |Sa] - C5*l = (3) - (2) = 366 = 198.
Skupovi E; i FEs su disjunktni, te je
By + By 630

P(E) = = ~ 0.0285.
(E) 22100 22100




[36] Bacaju se dve kockice za igru, a iz kutije koja sadrzi 3 bele i 4 crne kuglice izvlace
se odjednom dve kuglice. Koji je od dogadaja

A - ,na kockicama Ce pasti jednaki brojevi, ili brojevi ¢iji je zbir 57,
B - iz kutije ée se izvuéi dve crne kuglice, ili kuglice razlicitih boja”
verovatniji?

Resenje: Skup elementarnih ishoda pri bacanju kockica je
O ={0i,4) 4,5 € {1,2,3,4,5,6}},
pri ¢emu su svi elementarni ishodi (i, j) €  jednakoverovatni i njihov ukupan broj je
04| = Vs = 62 = 36. Posto je
A = {(]‘7 1)7 (27 2)7 (37 3)7 (47 4)7 (57 5)7 (67 6)7 (17 4)7 (47 1)7 (27 3)7 (3? 2)}7

sledi P(A) = 141 = 10 ~ 0.2778.

S druge strane, skup elementarnih ishoda pri izvla¢enju kuglica je

Qo ={{i,j}|i,j € K Ni#j}
gde je K skup kuglica koje se nalaze u kutiji, te je [Qa] = C3™ = (;) = 2?—;), =21
pri éemu su svi elementarni ishodi jednakoverovatni. Dogadaj B moZemo predstaviti
kao B = By + B gde je By dogadaj ,,iz kutije ée se izvuéi dve crne kuglice” a Ba je
dogadaj iz kutije ée se izvuéi kuglice razlicitih bojad’, te je

|Bl = [Bi| + [Ba| = C} - C5+CF-Cl=(3) - (5)+(3)- (1) =1-6+3-4=18

(brojevi |B1] i |Bz| su izra¢unati pomocu pravila proizvoda - biramo 0 tj. 1 element
iz. skupa belih, i 2 tj. 1 element iz skupa crnih kuglica). Primenom (1.18) sledi da je
P(B) = 8 ~ 0.8571.
Dakle, P(B) = 0.8571 > P(A) = 0.2778, tj. dogadaj B je verovatniji.

[37] Neka osoba je zaboravila poslednje dve cifre nekog telefonskog broja, ali se pou-
zdano seca da su te dve cifre razlicite. Izracunati verovatnocu da e iz prvog pokuSaja
pogoditi te dve cifre.

Resenje: Posto nema dodatnih informacija, podrazumeva se da se poslednje dve ci-
fre pogadaju nasumice, $to znaéi da su moguéi elementarni ishodi jednakoverovatni.
Elementarni ishodi su uredeni parovi cifara (kod telefonskog broja je bitan redosled
cifara) i postoji samo jedan ,povoljan” elementarni ishod za dogadaj A - ,,0soba ce iz
prvog pokuSaja pogoditi poslednje dve cifre’, te koriscenjem (1.18) (vidi zadatak [31])
dobijamo P(A) = VL;O = 91—0 ~ 0.0111 (broj ,moguéih” ishoda je broj varijacija bez
ponavljanja V3° jer je bitan poredak cifara, cifre treba da su razli¢ite i biraju se 2 cifre
iz skupa od 10 cifara).




[39] U posudi se nalazi 9 belih, 8 crvenih i 7 Zutih kuglica. Izvlaci se 8 kuglica
odjednom. Izracunati verovatnocu da ce biti izvucene 2 bele, 4 crvene i 2 Zute kuglice.

Resenje:  Kuglice se izvlade odjednom, $to znaci da redosled izvucenih kuglica nije
bitan. Stoga je skup moguéih elementarnih ishoda skup 8-elementnih podskupova
skupa kuglica u posudi, tj.

O={A|ACQ A |A] =8}
pri ¢emu je [Q] = Cg+8+7 = C3* = 735471 (dakle, koristimo takav na¢in prebrojavanja
mogucih i povoljnih elementarnih ishoda pri kojem razlikujemo izmedu sebe i kuglice
istih boja). ,Povoljni” izbori su oni kod kojih biramo 2 iz skupa od 9 belih kuglica,
4 iz skupa od 8 crvenih kuglica, i 2 iz skupa od 7 zutih kuglica, te se koriste¢i pra-
vilo proizvoda dobija da takvih izbora (,povoljnih” elementarnih ishoda) ukupno ima
C9-CE-Co=(9)-(3)-(7) =36-70-21 = 52920, te se na osnovu (1.18) (s obzirom
na formirani model i sluéajan izbor kuglica, elementarni ishodi su jednakoverovatni)
sledi da trazena verovatnoca iznosi p = 75325942701 ~ 0.0720.

[40] Bacaju se bela i plava kockica za igru. Izradunati verovatnoée sledeéih dogadaja:
- ,zbir palih brojeva bice mangi od 97,

- ,na obe kockice ée pasti isti broj”,

- ,mna beloj kockici ée pasti broj veéi nego na plavoj”,

»na plavoj kockici ée pasti broj za dva veéi od broja na beloj kockici”,

- ,na obe kockice ce pasti parni brojevi ciji je zbir bar 87,

- bar na jednoj kockici ée pasti broj 6”.

TEHT QW

Resenje: S obzirom da se podrazumeva da su kockice pravilnog oblika, elementarni
dogadaji su jednakoverovatni, i skup elementarnih dogadaja je

Q={(,7)]47€{1,2,3,4,5,6}},
gde je (i,4) dogadaj ,,na beloj kockici ée pasti broj i, a na plavoj kockici ée pasti broj
47, pri Gemu je njihov broj || = VS = 62 = 36. Za svaki od navedenih dogadaja X
¢emo odrediti broj elementarnih dogadaja od kojih se X sastoji, te se na osnovu (1.18)

. X X
dobija P (X) = ||?|| = |3_6|
o 4] =0~ 4] =

= 36— [{(3,6), (4,5), (4,6),(5,4), (5,5), (5,6), (6,3), (6,4), (6,5), (6,6)}| =
=36—10 =26 = P(A)=2 =1 ~0.7222,

\B| = [{(i,) | i € {1,2,3,4,5,6}}| =6 = P(B)=4 =1~0.1667,

IC| = [{(3,) |45 € {1,2,3,4,5,6} Ai>j}=b+4+3+2+1=15

= P(0) =% =3 ~ 04167,

ID| = [{(1,3),(2,4),(3,5),(4,6)} =4 = P(D) =3 =g5~0.1111,

B = {(2,6), (4,4), (4,6). (6,2). (6,4). (6,6)}| =6 = P(E) =55 =5~ 0.1667,

[F'| = [{(1,6),(2,6),(3,6), (4,6), (5,6), (6,6), (6,5), (6,4), (6,3), (6,2), (6, 1) }| =

=11
= P (F)= 3 ~0.3056.




[41] Projekina firma je ucestvovala na tri konkursa, na svakom sa po jednim projek-
tom. Neka su A;, i € {1,2,3} dogadaji ,,bice prihvaden projekat na i-tom konkursu”,
i poznato je da je P(A1) = 0.22, P(A3) = 0.25, P(A43) = 0.28, P(4;42) = 0.11,
P(A1A43) = 0.05, P(A3As) = 0.07 i P(A1 A2 Ag) = 0.01. Opisati recima i izracunati
verovatnoce sledecih dogadaja A1 U Ay, A1 Ay, A1 U Ay U As, AjAyAs i A1 Ay U As.

Resenje:

Q
Az

Ay

Ay

o AjUAs5 je dogadaj ,,bice prihvaéen projekat bar na jednom od prva dva konkursa’,
i vazi
P(A1 U Ap) S P(A) + P(A2) — P(A1A3) = 0.22 +0.25 — 0.11 = 0.36.

o A1 A, je dogadaj ,,nece biti prihvacen projekat ni na jednom od prva dva konkur-
sa’, i vazi

P(A1Ay) =P(A; U Ay A2) . P(A1UA3) =1-0.36 =0.64.

o A1 U Ay U Az je dogadaj ,,bice prihvaéen bar jedan projekat’, i vazi
P(4; U AU Ag)(lf)
=P(A1) + P(A2) + P(A3) — P(A1A2) — P(A143) — P(A3A43) + P(A14243) =
=0.75—-0.2340.01 = 0.53.

o A, Ay A5 je dogadaj ,,nece biti prikvacen projekat ni na jednom konkursu’, i vazi
P(A Ay As) = P(A U A3 UA3) 1 — P(A, U Ay UAy) = 1 — 0.53 = 0.47.

o A Ay U A3 je dogadaj wprojekat nece biti prihvacen na Ay i As ili na As”
P(A, A, UA) S P(A, Ay) + P(As) — P(A A A5) 20,64 + (1 — P(A3)) — 0.47 =
=0.64 +0.72 — 0.47 = 0.89.




[42] Na putu do posla inZengjer prolazi pored dva semafora. Verovatnoéa da ée se morati
zaustaviti kod prvog iznosi 0.4, a kod drugog 0.5. Takode je poznato da verovatnoca da
ée morati da se zaustavi bar kod jednog semafora iznosi 0.6. Izracunati verovatnoce
dogadaja

A - inZenjer ée morati da se zaustavi kod oba semafora’,
B - inZenjer ée morati da se zaustavi samo kod prvog semafora’,
C - inZenjer ée morati da se zaustavi kod tacno jednog semafora”.

Resenje:  Oznacimo sa S;, i = {1,2} dogadaj "inZenjer ée morati da se zaustavi kod
i-tog semafora’. Na osnovu datih podataka P(S1) = 0.4, P(S2) = 0.51 P(S1US2) = 0.6
izra¢unavamo

o P(A) = P(S515:) = P(S1) + P(S2) — P(S1 U S2) = 0.4+ 0.5 0.6 = 0.3,

o P(B) = P(5,5) = P(S1 \ 5152) "= P(S1) — P(8155) = 0.4 — 0.3 = 0.1,

(1. 13) (1.5)

e P(C) = P(Sng + 5152) = (Slgg) + P(?ng) =0.1+P(S2\ 5152) =
=0.1+ ( (SQ) - (5152)) =01+ (0.5 — 0.3) =0.3.
Q
Komentar: verovatnocu moZemo cesto interpretirati grafic- S So

ki; verovatnoéu nekog dogadaja X C Q) moZemo predstavili
kao meru oblasti (npr. ,povrsine ) Q, izraZeno u procentima
p odnosno odgovarajuéem broju b= 100 € [0,1]; u ovom zadatku
(vidi sliku) bi to znacilo: P(S182) = x, P(S152) = v,
P(§1 Sg) =z,

P(S1)=x4+y=04, P(S2)=x+4+2=05, P(S1US)=z+y+2=0.6,

te reSavanjem sistema jednacina

r + oy = 04 r + y = 04
x + 2z = 05 = -y + z = 01
r + y + z = 06 z = 02

dobijamo z = 0.2, y = 0.1, x = 0.3, odnosno

P(A) = P(5152) =2 =0.3,

P(B) = P(5,S2) =y = 0.1,

P(C) = P(51S + 5152) = P(S152) + P(S152) = 2 +y = 0.3.
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[48] Koliko iznosi verovatnoéa da iz Spila od 32 karte 3 puta zaredom izvudemo kralja
ako

(a) dzvucenu kartu svaki put vraéamo u Spil,

(b) izvucdene karte ne vradamo u $pil?

Resenje:  Oznacimo sa A;, i € {1,2,3} dogadaj ,,pri i-tom izvlacenju ce biti izvuden
kraly’. Dogadaj A: ,,3 puta zaredom dée biti izvucen kralj” moZemo predstaviti kao
A = A1 Ay As, te na osnovu (1.15) sledi

P(A) =P (A1A2A3) =P (A1) P (A2|A1) P (A3]A1 A1)

(a) ako izvudene karte svaki put vra¢amo u $pil, tada svaki put izvla¢imo iz Spila sa
istim sadrzajem kao i pri prvom izvladenju, $to znac¢i da su dogadaji A; nezavisni,
te sledi da je P(A2|A1) = P(AQ) = P(Al) i P(A3|A1A2) = P(A3) = P(141)7
odnosno

P(4) = (P (41))* = (35)° = (3)* = 513 = 0.0020.

(b) P(A1) =55 = 3,
P (A2]|A1) = £ (ako je u prvom izvlagenju izvucen kralj, tada se drugi put izvlaci

iz §pila od 31 karte u kojem se nalaze 3 kralja),
P(A3|A1Az) = & = &= (ako su u prva dva izvlagenja izvuceni kraljevi, tada se
tre¢i put izvladi iz $pila od 30 karata u kojem se nalaze 2 kralja),

1 3 1 1
P(A) =531 % = nn

[49] U kutiji se nalaze 3 zelene i 4 bele kuglice. Pera izvlaci 3 puta po jednu kuglicu
1z kutije

(a) bez vracanja izvucene kuglice u kutiju,

(b) sa vracanjem izvucene kuglice u kutiju.

Izracunati verovatnoéu dogadaja A—,Pera ée izvuéi bar jednu kuglicu bele boje”.

Resenje: Prvo éemo izracunati verovatnoéu suprotnog dogadaja, tj. dogadaja A—
»Pera nece izvuéi nijednu kuglicu bele boje”’, pa pomocéu njega verovatnoéu trazenog
dogadaja. Oznacimo sa Z; dogadaj ,,u i-tom izvlacenju Pera je izvukao kulicu zelene
boje”, 1= 1,2,3. Tada je Z = Zl ZQ Zg i P(Z) = P(Zl ZQ Zg)

(a) Pera izvladi kuglicu bez vra¢anja prethodno izvucene kuglice u kutiju, tako da
izvla¢enja nisu nezavisna i

P(A) = P(212:73) = P(Z1)P (%] 21) P (Z3| 21 Z0) = 2 - 2 - L = L

765 35
odakle sledi P (4) =1—P (A4) = 31

(b) Peraizvlaci kuglicu tako §to svaki put vrati predhodno izvucenu kuglicu u kutiju,
te su izvla¢enja medusobno nezavisna tako da je P (Z2|Z1) = P(Z2) = P(Z1),
P (Zg|leQ) =P (Zg) =P (Zl), tako da je

P(A) =P(21)" = (%),

odakle je P (4) =1 —P (A) = 1 — (2)” ~ 0.921282799.
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